Fonones: Cuantizacién de las vibraciones de la
red cristalina.

Onda de longitud larga - k=0 — Ondas elasticas...

Ondas de longitud cortaA=a o k=71ra - tenemos
que tener en cuenta la estructura atomica del cristal.
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Base monoatdmica: Consideremos que las interacciones son eldsticas, con constantes
que dependeran de la direccion de propagacion y la polarizacion de la onda. Las
fuerzas son proporcionales al desplazamiento y consideramos sélo interacciones entre
planos vecinos. La fuerza sobre un 4tomo del plano Sviene de los planos s+1 y s-1:

F=Cu,,-u)+C(u_, —u)

La ecuacidon del movimiento para el &tomo:
du
dt’

: :C(U tUg _2us)

s+l
Una onda viajando en la direccidon K (perpendicular al plano) es:

+iKa

U, =u,exp(iKsa—iat) ypor tanto U, =UE

Sustituyendo queda: - M’ = C [exp(iKa) + exp(-iKa) —2] y por tanto:

w? = (2C/M)(1- cos Ka)
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Velocidad de grupo de las ondas: v, =dwdK o v,= grady w(K).

Para la relacion de dispersion que hemos visto v, (K) = (Ca?/M)” cos (2 Ka).
EnKZTI'/a,VgZO.

Limite continuo: si Ka <<1 w? = (C/M)KZ?a?. (Ca?/M) = = velocidad ondas elasticas.
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Base diatomica: En general si hay p atomos por celda unidad, hay 3p ramas en la
relacion de dispersion. 3 ramas acusticas y 3p — 3 opticas (en 3 dimensiones). Veamos
cOmo se obtienen.

e - & — @& .. d’u,
- M, —== C(Vs Ve T 2us)
dt
M, M, d 2V
s . . ) . S — —

Probemos soluciones de la forma u, = u exp(isKa-iwt) y v, = v exp(isKa-iwt).
Sustituyendo obtenemos:

—w?Myu = Co[l + exp(—iKa)] — 2Cu ;
—w?M,v = Culexp(iKa) + 1] — 2Cv .



Este sistema tiene solucion si: 2C — M,w? —C[1 + exp(—iKa)]

—Cl[1 + exp(iKa)] 2C — Myw?

M Mow* — 2C(M; + Mp)w® + 2C%1 — cos Ka) =0 . para Ka<<1 tenemos
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La estructura de las relaciones de dispersion es en general complicada:
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Fig. 19. Observed and calculated phonon dispersion in PbF, at 10 K (from Dickens and
Hutchings, 1978).



“Cuantizacion” de las ondas elasticas:

La ondas elasticas son osciladores armonicas que estan cuantizados y se les asocia
particulas (FONON). La energia es por tanto:

E=(n+"%)hw.
Esto implica que la amplitud de las ondas esta cuantizada.

<E>=Y% pVelu?= (n+ %) hw. Oul=4@n+%)WpVw.

El momento del fonon :

Una onda elastica o fondn no transporta momento lineal, sin embargo los fonones
se comportan como si su momento fuera P =hK . En procesos de colision, creacion
y destruccion, se conserva el momento lineal.



Propiedades Térmicas:

Las ondas elasticas o fonones determinan gran parte de las propiedades térmicas:

Calor Especifico.
Conductividad Térmica.

Energia Interna de las ondas elasticas a temperatura T:

0= 50 =5 3 )

¢ Como se hacen las sumas en K?.
. Cuanto vale la contribucion a la energia media de un onda de frecuencia w(k)?.
¢ Cuanto vale el nimero medio de fonones a temperatura T?.



Distribucion de Planck ( en otro contexto Bose-Einstein ):

La probabilidad de que un oscilador esté en un estado de energia E_;:
P(E,) = (1/Z) exp ( - E,/kgT) donde Z (T) es una constante de normalizacion.
Se tiene que cumplir que ) P(E,)=1. Luego Z =3 exp( - E,/kgT).

Las distintas energias en los que puede estar un oscilador de frecuencia w(k) son
E,=(nt+ ') h w. La funcidon Z es por tanto,

1

_h wK / kBT

Z(T) = Zexp[—(n+1/2)ha),< [ koT] = e/ —

La contribucion de la onda elastica a la energia media es:

U= (1440 PE) = (1/2) Y (n+ 4o e ™2

n
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La energia interna queda entonces :

U ZZ thp/kBT + %Zzhw
P

El calor especifico se obtiene como :

(heo , /KT s

MR N TR

So6lo nos queda por ver como sumamos en K.



Enumeracion de modos normales (K). Ya hemos visto que so6lo tienen sentido
los modos dentro de la 1°ZB. Impongamos ahora condiciones de contorno (N+1
particulas con:

I‘i- . l
0
3 u, & "
Flhlfda._l = ‘T . & ’-f *I ° .__,,.-—Plxed
s=0 1 2 s=10

Condiciones fijas: u, = 0y uy,, = 0. Para que cumplan esas condiciones se
deben formar ondas estacionarias: u, = u, sin (sKa) exp(iwt) .Las K permitidas
son cumplen sin(NKa) =0y son

Tenemos por tanto N-1 modos
distintos entre 0 y Tva.

La densidad de modos es (N grande)

o 7 2r . " " "1w DEK)=Nam=L/m.

10 10a 10a

K—=



Condiciones periodicas: Imponemos que u,, = u,. Esto
nos restringe a aquellas K entre —1va y 1va tales que y KNa
=+m 210 K=+ m 21/L.

En dos dimensiones : N2 modos en una ZB de
superficie (217a)?.. Luego D(K) = L2 /412.

En tres dimensiones : N3 modos en una ZB de
volumen (217a)?. Luego D(K) = L3 /8TP.




Si1 N = L/a es grande (que lo es) podemos sustituir las sumas en K por integrales:

En 3d Z F(K) - J’F(K)D(K)dV(K)

Densidad de estados en frecuencias D(w) : Es el nimero de estados (modos) que
tenemos por unidad de frecuencia . Si conocemos la relacion de dispersion w(K) es
facil relacionarla con D(K) (al menos en este caso).

numero de estados d N= D(w) d w= D(K) dV(K)

En3d dV(K)=dK, dK dK, o =41K=dK, luegosi la frecuencia solo depende
del modulo de K tenemos

D(w) = D(K) 41K? dK/dw = (VK2/21®) (dK/dw ) donde V=L3.



Modelo de Debye:

1.- Asumimos la relacion de dispersion de las ondas elasticas W(K)=v K.
Esto implica que la densidad de estados es D(w) = V> /2TEV3.

2.- El numero de estados por polarizacion es N (niimero de celdas unidad). Tenemos
entonces una frecuencia maxima oy,.

N = ﬁ)% Dw)dw O & =6mV’'N/V

Que implica un vector de ondas maximo: K, = wy /v = (6T¢ N/V)!3 . Daros cuenta
que (V/N)1B = a.

Tomemos una velocidad de propagacion “promedio™:
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La energia interna queda:

U=y [ V@), D(@)dw= [ d HM" %@wii} as

7TV

3Vh Wp C()3 3Vk 4T 4 Xp X3
= dw = B dx
27.[2V3 J;) ehw/kBT _1 27.[2V3h3 L eX _1

Donde hemos definido X =hw/ kT y X5 =hwy, / k;T = 6/T . Esto define la llamada
temperatura de Debye (0) dada por: /3
_ BN %

k, H V

Utilizando esta definicion:

_ o . X
U —9NkBT%§L dxeX -



El calor especifico queda:

2 4 _how/kgT . 4%
=V [* do we 2:9NkBHIHJ/TdX—X€ :
0 1) [P ]J° (e" -1)

2.,3 2 hw/ kT
2 vk T (e™ " —
| i : Germani
1 L] = __I_ ——— /j__
- 20 1 Silicon
£ 5 £ 3
B : =5 / / S
. | | /
| U2
| | / ¥
5 / | / s
%z 1 o (}Th L0 L2 14 16 UU T S0 00

i —e

Limite de temperatura alta (6/T) <<1: ex=1 (e*-1)?=x2

C, = 9INK; % QJO/T x*dx =3NK, Ley de Dulong- Petit.
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Limite de baja temperatura (T/0) << 1 (6/T) - oo, .L i dX( =

Heat capacity, in m] mol™* K™!
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Table 1 Debye temperature and thermal conductivity®
Li Be B Cc N [+] F Ne
344 1440 2230 75
0.85 | 2.00 0.27 | 1.29
Na |mg A Isi |p s ¢ |ar
158 | 400 Low temperature limit of §, in Kelvin 428 |645 ¥ 92
1.41 | 1.56 Thermal conductivity at 300 K, in W em™'K™! 2.37 | 1.48
K Ca Sc Ti v Cr Mn Fe Co Ni Cu ZIn Ga Ge As Se Br Kr
91 230 360. | 420 380 630 410 470 445 450 343 327 320 374 282 90 72
1.02 0.16 | 0.22 | 0.31 | 0.94 | 0.08 | 0.80 | 1.00 | 0.91 | 401 | 1.16 | 0.41 | 0.60 | 0.50 | 0.02
Rb Sr Y Zr Nb Mo Tc Ru Rh Pd Ag Ccd In Snw | Sb Te 1 Xe
56 147780 291 275 450 600 480 274 225 209 108 200 211 153 64
0.58 0.17 {023 | 0.54 | 1.38 | 0.51 | 1.17 | 1.50 | 0.72 | 4.29 | 0.97 | 0.82 | 0.67 | 0.24 | 0.02
Cs Ba La g | Hf Ta w Re Os Ir Pt Au Hg Tl Pb Bi Po At Rn
38 110 142 252 240 400 430 500 420 240 165 719 78.5 105 ik
0.36 0.14 | 023 | 0.58 | 1.74 | 0.48 | 0.88 | 1.47 | 0.72 | 3.17 0.46 | 0.35 | 0.08
Er: Ra Ac
Ce Pr Nd Pm Sm Eu Gd Tb Dy Ho Er Tm Yb Lu
200 210 120 210
0.11 0.12 | 0.16 0.13 0.11 0.11] 011 J 0.16 J 0.14 | 0.17 | 0.35 | 0.16
Th Pa u Np Pu Am Cm Bk Cf Es Fm Md No Lr
163 207
0.54 0.28 | 0.06 | 0.07




Modelo de Einstein:

1.- La frecuencia es independiente de K, w= w,, (aproximacion para las ramas opticas).
2.- Tenemos también N modos x 3 polarizaciones 3N estados.

Consecuencia de 1 y 2 es D(w) = 3N 0 (w—w),). Definimos hw, / kT = 6/T
3NAw,

U= y la capacidad calorifica queda

_ U _ l:hwo ehooo/kBT
c B -mBaf

Diamante 6 = 1320K
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