Elementos de Elasticidad:

Consideremos d solido como un continuo.

OndasdeA ~10%cmv ~ 1011, 1012 Hz,
ey de Hooke: Las deformaciones son proporcionales alas fuerzas que las provocan.
Si no se cumple, estamos en la zona no lineal o plastica.

No distinguimos entre transformacion adiabatica o isoterma.

Coeficientes deformacion. SaB << 1 adimensional.
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Lalongitud de los vectores no se tienen que conservar:

}XP=xXx=1+2E, +&2+E2+E 2 O X =1+E& +...

Luego los elementos €, , en primera aproximacion, las variaciones relativas de
longitud de los vectores unitarios.

Seaunpuntoenr =x x+yy +zz ¢Donde estara después de la deformacion?.
I'=xx +yy +zz.

El desplazamiento R de la deformacion se define como

R=(r'-r)=x (X" —Xx) +y (y'-y) +z(Z-2) = (XE,, +YE, +2E, )X+
(XE,, +YE, +2ZE, )y +
(X€,, +Y€,+2E,,)Z.
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Definamos u(r), v(r), w(r) tal que,

R(r)=u(r)x+v(r)y+w(r) z




Desarrollando cercader = 0y tomando R(0) =0,

u(r) = u(0) + xdu/ox + yadu/dy + zou/dz. Y comparando queda

. ou o ou
Xz — X— = Yy— ;
o 0x Yz oy
Definimos el tensor de deformaciones €,4:
— _  __ Ou __ ov __ ow
ezx:%r—‘a; eyy:€yy=—é‘y“§ | ezz=£zz="5z_:
Coy =X Y = €pp + €4y = g“ + g;’ ;| Esuntensor simetrico €,5= €, luego
Y tiene 6 componentes distintas.
— ol = ov ow
€y =V *Z =€,y + €, = + : _
=7 TEWT 2 T oy L as componentes diagonal es dan el
it _u . dw alargamiento, las no diagonales los
G20 =2 "X =€ + €z = -+ —— .| cambiosde angulos (cortes).

ATENCION: diferenciade definicion entre Kittel y Landau o Feynman



Tensor de esfuerzos (tensiones):

Un esfuerzo (o tension) es una fuerza actuando sobre
la unidad de superficie. Dimensiones de presion.

0,, = [Fuerzaen X] / [area perpendicular a Y] = X,

El tensor es por tanto:
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El tensor es simétrico s o permitimos movimientos
de rotacion. Tiene entonces 6 componentes.

La fuerza sobre una superficiees dF = 0 N da donde N es e vector unitario
perpendicular a dicha superficie.



Constantes elasticas de rigidez y deformacion:

Laley de Hooke establece la proporcionalidad entre las deformaciones (tensor de) y
|as fuerzas (tensor de esfuerzos).

€xx = Sllxx + SI2Yy + SISZz i Sl4Yz + SISZx + SIGXy 3
eyy = Sa1Xi + Sao¥, + SosZ, + So4Y, + SosZy + SgeXy,

S.», constantes elasticas de
€z = SSlXx * SB2Yy * 833Zz + 834Yz + SS5ZI + S36Xy ; GB

ey = SnXy + Sa2Yy + SasZ; + SusY. + SusZy + SueX, deformaci on.
€z = S51X; + Ss5oYy + Ss3Z; + S54Y, + SssZ, + SseXy ;
0y = Se1Xe + SeaY, + SeaZs + Sea¥s + SesZe + SeoXy - 3
' O-Ij _ Z CIJ ki Qd
X, = Cy1y + Ciaey, + Crae,, + Cryy; + Crsear T Crobyy 5
Y, = C2165 + Cogeyy + Cone + Cogeyr T Coserr + Caglny C = C
Z, = Ca16z + Cageyy + Cazeyy + Cagey + Caser + Caolyy ij,K af

Yz . C4lexx + C423yy = C433zz + C44eyz + C45€zx & C468acy 5
Zx = C5lexx + C523yy + C533zz + C54eyz + C55ezx + CSGexy >
Xy = Cﬁlexx + ngeyy + C63ezz + Cmeyz + C65ezx + CGGexy z

Constantes el asticas de rigidez.
(36 componentes).
Dimensiones [fuerza]/[ared]

[energia]/[volumen]



Energia Eléastica:

Laenergia (por unidad de volumen) asociada a deformaciones esta dada por la
expresion:
1

~ 1 ~
U :E Cij 1068 :E;Caﬁeaeﬁ

J

Dondelosindicesa,f =1...6. 1=xx,2=yy,3=2z,4=yz, 5= zx, 6 = xy.

A partir de la energialos componentes del tensor de esfuerzos se calculan como
derivadas respecto de €.

o _oU _ = 1& (= | =
g, = = =C +—Z
1

Comparando con laexpresion anterior:  C,5 = > (60,[3 + 6[;0, ) =Cp4

Luego las C,, son simétricas'y por tanto hay 21 distintas, pero se pueden reducir mas
por simetria.



Constantes elasticas en € sistema cubico:

Apliquemos |las operaciones de simetria del sistema clbico paraver cuantas constantes
elasticas distintas tenemos. Son solo tres C,;, C,, y C,,.

La energia debe ser invariante bajo |as operaciones de simetria. S6lo pueden aparecer
los términos

1 2 2 2 1 2 2 2
U= Ecll(exx +e, + ezz)+§C44(eyZ +e, + exy)+ Clz(eyyeZZ +e e, + exxeyy)

Estos términos son invariantes bajo |os rotaciones de
orden 3 (120°). Estasrotaciones (4) cambian |os gjes:
X >y —>2Z-> X X 5Z > -y »-X
X > Z 5=y - X X oY > Z 5 =X

Sin embargo términos del tipo (exxexy +...); (eyzeZX
+...); (exxew +...) ... Nosoninvariantesyaque

exy: 'ex,-y.




A partir de la energia podemos calcular los esfuerzos.

g_u =0, =C,e, +C, (eyy + ezz) Cip = Cy3; C1y=Cis=Crs = 0
e)()( .
o Ce1=C6:=Coz = C6s=Cos = 0;
—=0,, =C,e

oe,, v Cee=Cas

X; Ch Ci2 Cia O 0 0

Y, ©Ci2 Ciy Cp 0 0 O Invirtiendo la matriz:

Z, Cis Ci2 Cin O 0 0

Y, 0 0 Cu O 0 Cu=1Sy, ;Cy-Cp=(S-Sp)
Zs 0 0 0 Cu 0 C;+2C,= (S,%2S,)

X, 0 0 0 0 Cy




Dilatacion : El cubo unidad (x, y, z) setransformaen el (x',y’,Z).

El nuevovolumenes. V' =Xy’ xZ

1+ €ix exy €z
X'y ' xz' =] €, 1+¢, €; |=1+e,+e,te,
€. €y 1+ €,
0= Vew + + Coeficiente de dilatacion
= =e, te,te,. :

Maodulo de Compresibilidad: Consideremos una dilatacion uniforme
€ = €y = €,= 1/3d. Laenergiadel cristal cubico es U=1/6 (C,,+2C,,) &

Definimos el médulo de compresibilidad U= 2B &2
EsequivaenteaB=-V dp/dV .

L uego para un cristal cubico B=1/3 (C,,+2C,,)

Compresibilidad: K=1/B



Stiffness constants,
in 10" dynefem? (10" N/m?)

Crystal Ciii T Cu Temperature, K Density, g/em®
w 5.326 2.049 1.631 0 19.317
5.233 2.045 1.607 300 —
Ta 2.663 1.582 0.874 0 16.696
2.609 1.574 0.818 300 —
Cu 1.762 1.249 0.818 0 9.018
1.684 1.214 0.754 300 —
Ag 1.315 0.973 0.511 0 10.635
1.240 0.937 0.461 300 —
Au 2.016 1.697 0.454 0 19.488
1.923 1.631 0.420 300 —
Al 1.143 0.619 0.316 0 2.733
1.068 0.607 0.282 300 —
K 0.0416 0.0341 0.0286 4
0.0370 0.0314 0.0188 295
Pb 0.555 0.454 0.194 0 11.599
0.495 0.423 0.149 300 —
Ni 2.612 1.508 1.317 0 8.968
2.508 1.500 1.235 300 —
Pd 2.341 1.761 0.712 0 12.132
2.271 1.761 0.717 300 —

Otras estructuras cristalinas:

triclinique . . . . . 21
monoclinique . ., . 13
orthorhombique . . . 9
tétragonal (Cy, Sy, Cyp) 7
tétragonal (C4p, Dag,

DyDy) .. ....6
rhomboédrique (Cg, Sg) 7
rhomboédrique (Csps

Dy, Dgy) . o o .. .6
hexagonal . . . . . .5
cubique . . . ... .3

Stiffness constants,

in 10" dynefcm® or 10" N/m®

(] @

Diamond 10.76 1.25

Na 0.073 0.062
Li 0.135 0.114
Ge 1.285 0.483
Si 1.66 0.639
GaSh 0.885 0.404
InSb 0.672 0.367
MgO 2.86 0.87

NaCl 0.487 0.124

C

5.76

0.042
0.088
0.680
0.796
0.433
0.302
1.48

0.126

triclinique . . . . . 18
monoclinique . . . . 1
orthorhombique . . .
tétragonal . . . . . .
rhomboédrique . . .
hexagonal . . . . . .
cubique . . . . ..

LN &



Ondas el asticas en € sistema cubico:

V eamos la dindmica de un cubo de volumen
AX Ay Az.

o, (X+Ax) =0, (X) +%Ax
0X

aaxy
o, (y+4y) =0xy(y)+a—yAy

o.,(z+Az)=0,(2)+ 00, Az
Z

F =[0,(x+AX) -0 (X)]AyAz+
+[o,, (Y +4y) -0, (Y)]AXAZ +

Volume Ax Ay Az

Az A

e

+|o,,(z+Az) -0 ,(2)]AxAz = EPUXX +

T 4.9 ExxAyAz
0z



Aplicando |a 22 Ley de Newton a ese elemento de volumen

2 00
,oAxAyAza l; = (P9 9% | 99 XAyAz
ot 0X Y 0z

Y aplicando ahoralaley de Hooke:

d*u 0€,, de de de, de,,
P = Oy, +C12( o T a:z)+c44( o z) ;

Usando |as definiciones de |as €; se obtiene paralas 3 componentes de R:

%u u (62u azu) ( 0%v o*w )
—=Cu—5+C + +(Cp+C +
Pog = Cuga ¥ Culya +5a) + Cut Cullg o+ o
%o R (620 a%) ( o°u 3*w )
=c C +(Crp+C
PoE =gt Culyat3a)+ Cut Cu\g 5
(5
’w *w (3210 azw) ( 8%u 0%v )
=C C +(Cie+C
pog = Cuta * Culya t g/ + Crut Cul\g ot o



Ondas en ladireccion [100] : € vector de ondas k = (K,0,0) donde K=217A.
Ondas longitudinales: u = u, exp[i(Kx-wt)] y sustituyendo w? p =C,; K2
v, =(C,/p)*.
Ondas transversales: v = v, exp[i(Kx-wt)] y sustituyendo w? p =C,, K2.
vy = (Cyyl p) #
Y lo mismo paraw . (esto no es cierto, en general).
Ondas en ladireccion [110] : el vector de ondask = (K, ,K,,0)= 2 (K,K,0)=
Probemos una solucion transversal en €l ge z:
w=w, exp[i(K,x + Ky -wt)] y sustituyendo da
WP p =Cyy (K 24K )= C,y K2

Luego Vi, = (Cyuu/p) *



V eamos ahora una solucion general en el plano XY.
U= Uy exp[i(K X + Ky -ot)] y  v=vgexpli(Kx + Ky -ot)]
Sustituyendo en las ecuaciones de onda encontramos:

wzpu = (CllK:% + C44K§)u +(Cpg + C44)KxKyU ;
w’pv = (C K; + C4K2)v + (C)g + Co)KKyu .

Estas ecuaciones tienen soluciones no trivillesuZ0yv#0sd

—w’p + 3(Cy, + C)K? }Cye + C1)K°

=(
’1’(012 + C44)K2 _w2P + %(Cu + C44)K2

L as raices del determinante son:

12 w’p=34C, + Cp +2C)K* ; 22 w’p=3%Cy — C 1)K



Sustituyendo las raices en el determinante;

1°  ¥Cy + Cio + 2C,)K?u = 3(C); + Cu)KPu + ¥(C1p + C1)K?

Es decir u= vy por tanto € desplazamiento llevaladireccion [110]. LONGITUDINAL.
L uego v = [(Cyt Cpp+2.Cyy)l 2p]

2° }(Cyy — C19)KPu = 3(Cy; + Cyy)K?u + 3(C15 + C1y)Kv

Es decir u= -vy por tanto e desplazamiento es perpendicular aladireccion
[110]. TRANSVERSAL.

Luego V= [(Cyy- Cpp) / 2p]
T T
/|\ .
S T ) L
K \«

Wave in [100] direction Wave in [110] direction Wave in [111] direction

L& L:1(Ci+Ciz+2Cs) L: 1(Cii+2C12 + 4C44)
g P P - 1

T:Cy4 T, : Cu4 % FlCi S Caas)

Ty: $(Cu-Cua)



Sistema | sotropo (no cristalino): Todavia més simétrico. Daigual ladireccion de los ges.
Solo hay dos coeficientes independientes

Ci1=(C, +2C,) ;

Laley de Hooke:
0;= (Lt 196 +A(g,+86,+8&,)9; ;(definicion Kittel)
0,=2pe +A(e,+€,+¢€,)9; ; (definicion Landau-Feynman)

Donde p y A sellaman las constantes el asticas de Lamé.

Co=A; Cyu=H; Cy=2u+A;

Dinarr . Sobre el volumen 'V actuan F_, + F,
= = d°r
F.+F,=[p—aV




Las componentesde F. . enlael elemento de areada es:

int

dF, = (o, n + O, Nn,+ 0,n,)da eintegrando atravésdel area

x = (Oxx Ny + Oy Ny
IA (JXX n,+o,Nn, +0,,n, )ja = L f.dVv

Usando laley de Gauss para la primeraintegral
L i

luego f :Z—'j

Ahorainsertando laley de Hookey con ladefinicion delas €; :

f =(A+ )00 MR) +u0?R| Navier




Ondas el asticas en medios 1sotropos: Si asumimos que no hay fuerzas externas
d’R
dt?

Todo campo vectorial se puede escribir como suma de 2 campos.

p——=(A+ )OO R) + u0%R
R=F,+F, taque O& =0y 0Oxf, =0

d*(r, +
dt?

R) = O\ + E(E ) + PO (7, +7,)

Tomando la divergencia e intercambiando [ e [12 podemos sacar [ factor comun:

2
(] [@o o, — (A +2u)0%, % 0 y por tanto

ot?
2_.

0T "
P 0t22 = (A +2u)07%,




Tomando €l rotacional e intercambiando de nuevo se obtiene:

97, )
P = poeT,

L uego las dos componentes cumplen ecuaciones de ondas luego:

F=r,exp(k @ -«t) yOF =00 k[, =0 (Ondatransversal)
roexp(k @ —at) yOxr, =00 kxF,, =0 (Ondalongitudinal)

P

Con vel ocidades de propagacion

A+2
V.= E oy VT=,/E
p p




Condiciones de equilibrio de un solido isbtropo:
Para el tensor de tensiones. 0.

—2 =0 0 =-pg
Zaxj

Para |as deformaciones:
A+ R)+ud’R=0 o0 =-pg

L as otras fuerzas externas vienen a través de las condiciones de frontera.

Energia el astica de un solido isotropo: la densidad de energiaes,
1 2 2 2 2 2 2 2
:5/\(exX +eyy +ezz) +u(e>o( +eyy+ezz+eyZ +ezx+exy)

E = J'UdV

elastica
Volumen



Otraforma de definir las constantes el asticas i sotropas.
Mdodulos de Young(Y, E) y de Poisson(o)

W+ AW
1. E:YA Y oung
N L. A
i ,.| v - aw _ah_ 58 poisson
- | = w h I
......_..-_--;-————-—-- AREA A
e—— {+ 4L

Larelacion con las constantes de Lameé y la compresibilidad es:

Yo Y Y

A= 1-20)i+o) K= 21+0) y K= 3(1-20)

Y laley de Hooke queda:

ex=UYo,-a(o,+0a) . ¢,=(1+9)Ya,
g, = 1/Y[ayy_ o0+ 0l ; e, = (1+o)lY o,
e,=1Y[0,—0 (0 * ag,)] ; e, = (1+o)/Y o,



