Curso del Master de Fisica:
Elementos de Fisica Biologica.
Introduccion a la Fisica de Macromoléculas
Biologicas.

- Breve Resumen de Mecanica Estadistica (y procesos estocasticos).

- Fisica de Polimeros.
- Propiedades Mecanicas. Fuerzas Entropicas. Modelos.
- Propiedades Téermicas. Colapso y Transiciones.

- Fisica del ADN y ARN. Modelos de desnaturalizacion.

Bibliografia:

- Physical Biology, Energy, Information, Life. Phillip Nelson. (Freeman).
- Physics in Molecular Biology. K. Sneppen y G. Zocchi. (CUP).

- Protein Physics. A. V. Finkelstein y O. B Ptitsyn (AP).

- Introduction to polymer physics. M. Doi (Oxford UP)




Breve resumen de la Mecanica Estadistica (ME):

El problema de la ME:

“Encontrar la Relacion Termodinamica Fundamental de un sistema
macroscopico S = S(U, V, N) a partir de la fisica microscopica del mismo”

Microestado (€2.): Descripcion microscopica de la dinamica del sistema.

Mecanica Clasica.
Mecanica Cuantica.

Macroestado: Descripcion macroscépica del sistema por medio de la distribucion de
probabilidad P(€2;):

En equilibrio. Estacionaria.
Fuera del equilibrio. Dependiente del tiempo.



Mecanica Clasica:
N particulas — (r;,p;, I, Py s e 'y Py ) =9

Sea el Hamiltoniano H=T+V=H(,p)

Si H no es funcion explicita del tiempo H = Cte.

Dindmica Hamiltoniana o Conservativa. ~ dp _ _oH df _oH = oH _

Mecanica Cuantica:
Ecuacion de Schrdodinger:

Hy, () =E.w, (1)
(En ' \Pn) = Qi

¥, es la funcion de onda cuya interpretacion es la amplitud de probabilidad de
encontrar el sistema en las coordenadas dadas. La probabilidad es

P =¥ ¥



¢, Cual es la distribucion probabilidad P(£2)?

Aguella gue maximiza la funcién Entropia (de Gibbs):

con las restricciones apropiadas.

Conjunto Microcanodnico: E= Cte . V= Cte, N=Cte .
Conjunto Canonico: V= Cte, N=Cte. E fluctia.

Conjunto Gran Canonico: V=Cte.  E y N flucttan.



Conjunto Microcan0Onico : Todos los microestados son igualmente probables .
P(2) = 1/ N(£2) (E,V,N)

S(E,N,V) = kg log N(£2) (Entropia de Boltzmann)

La temperatura se obtiene T =dS/dE (Ecuacion de Estado E(T)).



Conjunto Canonico:

P(22) =exp (- BE(L2) )/ Z donde =1/ k,T.

Z =S exp(-E(Q,)/k,T)

es la funcion de Particion. Z(T,V,N)

La energia libre de Helmholt: ~ F(T,N,V) = E - TS=-k;T log Z
El estado de equilibrio esta determinado por la condicion de minimo de F.

A baja T domina U (minima energia) , a alta T domina S (maxima entropia).



Conjunto Gran Canonico:

P(€2) = exp (- SE(R)+ fuN(2))/ Z donde B = 1/ kT (T.V,p).
Z = Yexp(-E(Q,) — uN(Q,))/k,T)

El potencial GC: @ (T,V, u)=-k;TInZ



Calculo de Promedios: _

Por ejemplo, en el conjunto canénico:

<A> =3 An exp(—En /kBT) |7 (Mecénica Cuéantica)
donde A = jT:ATn Z =% exp(-E,/k,T)
En Mecanica Clasica:

(A= A(r, p)exp(=E(r, p)/k,T)drd p/Z

Z=[exp(=E(r, p)/k,T)drd p



Interpretacion dinamica de la Mecanica Estadistica.

Evolucion de un sistema; Proceso estocastico

Q- Q,—> Q.— ... Q—.....

Sea P(t;, Q; t,, Q)5 t5, Qg .. b, Q.......) la probabilidad de la secuencia de
configuraciones a tiempos discretos. (t, <t, <t; <.....<t).

Sea P(t, Q. t,, Q,; .....st. 1, Q4| t., Q) la probabilidad condicionada......

1" *n-17

Proceso de MarkOV'
P(tl’ Ql; t2' QZ’ ey n 1’ =°n- 1| 1:n’ Q ) = P(tn 1 n-1| 1:n’ Qn) = W(Qn-l_) Qn):\Nn-l,n

Entonces P(ty, Q;;t), Q5 ty, Qq; s t, Q) = P(t, Q)W , Wy s Wo , W, . W



Ecuacion de Chapman-Kolmogorov (CK) :

P(t, Q2 |t;,Q,) :Zp(tl’Ql |t,,Q,)P(L,,€2, [t,,0;)
QZ

Para procesos continuos CK — Ecuacion F-P.
Para procesos discretos CK — Ecuacion Maestra.

dP(g:i VoS, 0w, - Y P@,.0W,,

Para un proceso estacionario P(€2;) es independiente del tiempo. La condicion
suficiente (fuerte) para que esto ocurra es (balance detallado BD).

P(Q)W,, — P(Q)W, ; =0



Conclusion: si un proceso de Markov (W;;) cumple BD la secuencia de configuraciones
converge a una probabilidad de equilibrio (estacionaria) P(€2;).

Para el Conjunto Canonico:

W, PQ))

l,]

W, P(@)

]l

— exp(~(E(Q,) ~ E(Q,))/K,T)

Aplicacion: Simulacion Montecarlo.

Problema: Dinamica artificial.



Movimiento Browniano:

Historia;

Brown (1828), Einstein (1905),
Langevin (1908), Perrin(1911).

Einstein (1905): ecuacion para la distribucion de probabilidad :

- 2
@P(r’t) — DTZ P(F,t)
ot or

Ecuacion de Difusion. Distribucion de probabilidad no estacionaria.



Langevin (1908) : Ecuacion diferencial estocastica.

d’r -
mF=—77r+§(t)

-nr €s un rozamiento viscoso y &(t) es una fuerza estocastica cuyas propiedades
estadisticas son:

) <g0)>=0 y i) <gO)S(t")>=2nkgTAt-t)
de aqui se deduce D= k;T/# (relacion de Einstein).

Si la particula esta sometida a un potencial V(r):
d’r

== WD)+ £

m

Ecuacion de Langevin: describe la dinamica de una particula en equilibrio con un
bafio térmico a temperatura T.



En general si tenemos un proceso estocastico dado por una ecuacion general (1d) de
Langevin:

% =a(x,t) +b(x,t)&(t)

con <Ht)>=0y <HO&L")> = At-t).

podemos encontrar una ecuacion equivalente para la distribucion de probabilidad P(x,t).

—P(x t)_——[a(x HP(x, )]+ y [(b(x £)2P(x,t)|=

9,
=——J(X1
= (x,1)

Ecuacion de Fokker-Planck.
Para varias variables: a(x,t) es un vector y b(x,t) es una matriz. Casos particulares:

) b(x,t) = 0. Dinamica determinista. Ecuacién de Liouville.

i) a(x,t) = 0. Dinamica estocastica. Ecuacion de Difusion.



Principio Ergodico: los promedios calculados a lo largo de una trayectoria en el
espacio de configuraciones coinciden con los promedios calculados en un
determinado formalismo (0 conjunto) mecano-estadistico.

(A)=[ A(Q)P(Q)dQ = Iim% [ A(t)dt

T—>®©

Podemos recorrer el espacio de configuraciones de distintas formas:

eMediante una cadena de Markov — Simulacion Monte Carlo
eMediante ecuaciones del movimiento (hamiltonianas o no) —
Simulacion de Dinamica Molecular

eMediante ecuaciones del movimiento estocasticas —
Simulacion de Dinamica Molecular de Langevin.



Aplicacion: Férmula de Kramers. ;cual es la probabilidad de escape de un pozo de
potencial ?.

Ecuacién de FP

! V
C (transition state)
i\ 7 exP(-AVkgT) dP(x. 1) d
|‘;'N' dt dx
TS ll\. ‘/I n particles
N \ parti dV dP(x, 1)
J=—u-P——D
' dx dx
\B En equilibrioP =ctey J=0
P(x.1) = P(x) oce VD pu=D/kgT.

Sustituyendo en la corriente

D P d V — DQ — .o V/ksT | (_l (p . C‘-”/r’\'BT)

J = —
kgl dx dx dx




. 1 i pet/te! ;
-C.‘;/,\BT=—D' C:r(P,Cl'//\BT) J=_D [Bev ’ ]A
.. Ja "/l dx

Tomando Pg = 0y P, ~ distribucion de equilibrio

PA e Va/kpT

J=-D B VikeT
]A eV/rBl

Para calcular las integrales y la probabilidad P, desarrollamos los potenciales:




| ok
waT [mkgT — Va/ksT mD
-\j 5 B Usando T =———
m 27T jﬂ\ eV/keT (v kgT

r=

La integral se calcula usando las propiedades del punto silla:

dx e

B o0 ) Nl
A J o Jke

FORMULA DE KRAMERS (limite sobreamortiguado)

WA Ve — Va
et - CXp L —
2 kB T

—

oy
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Breve resumen de la Mecánica Estadística (ME): 



El problema de la ME:



“Encontrar la Relación Termodinámica Fundamental de un sistema 

macroscópico S =  S(U, V, N) a partir de la física microscópica del mismo”

 

Microestado (i):  Descripción microscópica de la dinámica del sistema.

 	

	Mecánica Clásica.

    	Mecánica Cuántica.

 

Macroestado:  Descripción macroscópica del sistema por medio de la distribución de probabilidad P(i):

 	

	En equilibrio. Estacionaria.

        	Fuera del equilibrio. Dependiente del tiempo.







Mecánica Clásica:

 N partículas   ( r1 , p1 , r2 , p2 , ...... rN , pN )  i 



Sea  el  Hamiltoniano		H  =  T + V = H (ri , pi ) 

      

Si  H  no es función explícita del tiempo  H  =  Cte.



Dinámica Hamiltoniana o Conservativa.    

 

Mecánica Cuántica:

 Ecuación de Schrödinger: 

 

		

 (En , n)  i 



 n  es la función de onda cuya interpretación es la amplitud de probabilidad de encontrar el sistema en las coordenadas dadas.  La probabilidad es  

		        

				P(r) =  *  











¿ Cual es la distribución probabilidad P(i)?

 

Aquella que maximiza la función Entropía (de Gibbs):

 

	

 







con las restricciones apropiadas.

 

 

Conjunto Microcanónico:  E= Cte . V= Cte , N=Cte .

 

Conjunto Canónico:  V= Cte, N= Cte.   E fluctúa.

 

Conjunto Gran Canónico: V=Cte. 	E y N fluctúan.

 









Conjunto Microcanónico :  Todos los microestados son igualmente probables .

		

		P(i) = 1/ N(i)          ( E, V, N) 

                      

		S(E,N,V) = kB log N(i)   (Entropía de Boltzmann)



 

La temperatura se obtiene          T = dS/dE     (Ecuación de Estado  E(T)).







Conjunto Canónico: 



	P(i) = exp ( - b E(i) )/ Z  donde b = 1/ kBT. 

 	                                         

					 

es la función de Partición.  Z(T,V,N)

La energía libre de Helmholt:    F(T,N,V) = E - TS= -kBT log Z

El estado de equilibrio está determinado por la condición de mínimo de F.

A baja T domina U (mínima energía) , a alta T domina S  (máxima entropía).                  









Conjunto Gran Canónico: 

 P(i) = exp ( - b E(i)+ bm N(i))/ Z  donde  b  = 1/ kBT (T,V,).

 



El potencial GC :      ( T, V, m) = -kBT ln Z 

 









Cálculo de Promedios:

Por ejemplo, en el conjunto canónico:



(Mecánica Cuántica)

donde 

 

En Mecánica Clásica:

con



















Interpretación dinámica de la Mecánica Estadística.

 

Evolución de un sistema: Proceso estocástico

 

1 2 3 .......n.....

 

Sea P(t1, 1; t2, 2; t3, 3; ........; tn, n;.......) la probabilidad de la secuencia de configuraciones a tiempos discretos. (t1 < t2 < t3 <…..< tn).

 

Sea P(t1, 1; t2, 2; ......;.tn-1, n-1| tn, n) la probabilidad condicionada......

Proceso de Markov:    

P(t1, 1; t2, 2; ...;.tn-1, n-1| tn, n)  = P(tn-1, n-1| tn, n)      W(n-1 n)=Wn-1,n

 

Entonces  P(t1, 1; t2, 2; t3, 3; .....; tn, n)  =  P(t1, 1)W1,2 W2,3 W3,4 W4,5. .... Wn-1,n







Ecuación de Chapman-Kolmogorov (CK) :

Para procesos continuos CK  Ecuación F-P.

Para procesos discretos CK  Ecuación Maestra.

Para un proceso estacionario P(i) es independiente del tiempo. La condición suficiente (fuerte) para que esto ocurra es (balance detallado BD).













Conclusión: si un proceso de Markov (Wi,j) cumple BD la secuencia de configuraciones converge a una probabilidad de equilibrio (estacionaria) P(i).

 

Para el Conjunto Canónico:

Aplicación:  Simulación Montecarlo.



Problema: Dinámica artificial.









Movimiento Browniano:

Historia:

 

Brown (1828), Einstein (1905), Langevin (1908), Perrin(1911).

Einstein (1905): ecuación para la distribución de probabilidad :

Ecuación de Difusión. Distribución de probabilidad no estacionaria.









Langevin (1908) : Ecuación diferencial estocástica.

-r  es un rozamiento viscoso y (t) es una fuerza estocástica cuyas propiedades estadísticas son:



i)  <(t)> = 0     y   ii)   <(t)(t’)> = 2 kBT(t-t’)

 

 de aquí se deduce  D= kBT/ (relación de Einstein).

 

Si la partícula está sometida a un potencial V(r):

Ecuación de Langevin: describe la dinámica de una partícula en equilibrio con un baño térmico a temperatura T.











En general si tenemos un proceso estocástico dado por una ecuación general (1d) de Langevin:

con <(t)> = 0 y  <(t)(t’)> = (t-t’).

 

podemos encontrar una ecuación equivalente para la distribución de probabilidad P(x,t).

Ecuación de Fokker-Planck.

Para varias variables: a(x,t) es un vector y b(x,t) es una matriz. Casos particulares:



i)         b(x,t) = 0.  Dinámica determinista. Ecuación de Liouville.

 

ii)        a(x,t) = 0. Dinámica estocástica. Ecuación de Difusión.











Principio Ergódico: los promedios calculados a lo largo de una trayectoria en el espacio de configuraciones coinciden con los promedios calculados en un determinado formalismo (o conjunto) mecano-estadístico.

Podemos recorrer el espacio de configuraciones de distintas formas:

 

Mediante una cadena de Markov    Simulación Monte Carlo

Mediante ecuaciones del movimiento (hamiltonianas o no)  

				Simulación de Dinámica Molecular

Mediante ecuaciones del movimiento estocásticas  

		Simulación de Dinámica Molecular de Langevin.

 









Aplicación: Fórmula de Kramers. ¿cuál es la probabilidad de escape de un pozo de potencial ?.

Ecuación de FP

En equilibrio P = cte y J = 0

Sustituyendo en la corriente  







Tomando PB  0 y PA  distribución de equilibrio

Para calcular las integrales y la probabilidad PA desarrollamos los potenciales:







Usando 

La integral se calcula usando las propiedades del punto silla:

FÓRMULA DE KRAMERS (límite sobreamortiguado)
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